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2.9 Solucié d’equacions polinomials. Creédits bancaris

La resolucié d’equacions ha estat un dels problemes que ha fet evolucionar les matematiques
al llarg de tota la seva historia. Les equacions més senzilles

ar+b=0, a#0

s’han pogut resoldre des de fa moltissims anys. L’is de la notacié algebraica ens ha ajudat
moltissim. La solucié de 'equacié de dalt és = —b/a.
La dificultat segiient ens ve donada per a ’equacié de segon grau

ar’ +br+c=0, a#0.

La seva solucié es coneix des de més de quinze segles abans de Crist, i va ser trobada pels
babilonis. Més tard, els grecs la van retrobar. Amb la notacié moderna, és molt senzill veure
com s’obté:

ar’ +br+c¢=0

b\? b2
a<x+%> —6—520

x—l—b 27b2—4ac
2a )  4a?

. —b+ Vb2 — 4dac
B 2a ’

L’equaci6 de tercer grau
az® +br? +cx+d=0, a#0

va haver d’esperar fins al segle X VI per ser resolta. La paternitat de la seva solucié va ser

molt disputada. No entrarem aqui a explicar les baralles que hi va haver. Tres matematics

italians hi van estar involucrats: Scipione de Ferro, Niccolo Tartaglia i Gerolamo Cardano.
Els passos per a la seva solucid sén els segiients:

az® + bz’ +cx +d =0,
b c d
w34t a4 - =0
a a a
prenem x =y — %. Aleshores 'equacié s’escriu com

Y3 +py+q=0,

on

c v 203 be d

pP=-"357 9= 525 a2 -

a 3a 27a 3a a

Resoldrem doncs 'equacié amb incognita y, i a partir de les y obtindrem directament les x.
Per aixo busquem solucions de la forma y = u 4+ v. Substituint tenim

(u+v)° +pluto)+¢=0
ud + 03 + g+ Buv + p)(u+v) = 0.
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Per a resoldre aquesta tultima equacié busquem u i v que satisfacin

ud+ 134 ¢=0,
3uv +p = 0.

Clarament podem intentar resoldre el sistema

u3+v3:—q,
3
3,3 p
u’v? = ——.
27
Com que v3z—q—u3, tenim que
3
3 3 p
u(—q—u’) = —=—,
(-g-u’)=—
312 3 P3
—==0.
(u”)® + qu o7

7 . . .-, 3
Observem, a més, que v> ha de complir la mateixa equacié de segon grau z? + gz — ’2’—7 = 0.
Usant les férmules per a resoldre aquesta ultima equacié arribem a

2 3 2 3
3__4 a , p 3__49_J9¢ P
wEmot gt 5 V71 Tar

Per tant, les solucions de
Y +py+q=0

es poden trobar a partir de la férmula

2 3 2 3
_ 4 K S N Y S
y_\/2+\/4+27+\/2 Vi o

Aquesta darrera férmula necessita una mica més d’explicacié. Observeu que s’han de fer arrels

ctibiques de nombres que poden ser reals o complexos (ho seran si % + 12’—; < 0). Recordeu
que un numero distint de zero té sempre tres arrels cubiques. Per tant, la férmula anterior
doéna en general nou solucions. D’aquestes es pot veure que només tres poden ser solucions de
lequacié original de grau 3. De fet s"han de prendre u i v tals que wv = —p/3.

La férmula deduida permet arribar a resultats curiosos. Per exemple, si prenem ’equacié

y® — 6y — 40 = 0,

podem trobar per simple inspeccié que y = 4 és una arrel. D’altra banda, tenim que les arrels
sén donades per la férmula involucrant arrels quadrades i cibiques. Aixi, es compleix que

{’/20+14\/§+ {’/20—14\/5:4.

Per a altres equacions la férmula deduida és I'inica manera de trobar una solucié exacta. Per
exemple,

{’/—3+W—€/3+x/ﬁ

és una solucié de l'equacié y> + 3y + 6 = 0.
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L’equacié de quart grau
ar* + bt +ca’+dr+e=0, a#0

va ser resolta poc després de la de tercer grau per Ludovico Ferrari. Explicarem els passos per
resoldre-la.
Dividint ’equacié per a tenim
b c d e
T L R e R )
a a a a

Completant quadrats,

12" = \ a2

2, b 2 oo\ , d e
4+ —z| =——-—=|2°— -z — =
2a 402 a a a

Tornem a intentar completar quadrats als dos costats afegint a les dues bandes (ac2 + %x) Y+

b v? b? d
a4+ =23+ —a? (——E>x2——x—g,
a a

y;. Es a dir, busquem una y de manera que
b? d b 2
Z L xQ——x—E+ 2+ —a y+y—
a 2a 4

sigui un quadrat perfecte en . En altres paraules, busquem y tal que existeixin expressions
a i B que compleixin

9 2
R ) R G R

Un cop trobades « i 3 tindriem que
b\’ b 2
<x2+%w> +<x2+%>y+yZ:(aa§+ﬁ)2,

b y 2
2 e J — 2
(:v + 2a:r+ 2) (azx + 6)7,

i, per tant, les solucions inicials s’obtindrien resolent les dues equacions de segon grau

b b
I2+%$+%:O&L‘+ﬁa 3324-%:6-1-%:—@53_@ (%)

on y s’ha de buscar de forma que la relacié (x) es satisfaci. Ara bé, com s’assegura que una
expressié
Az? + Bz +C

és un quadrat perfecte? Doncs imposant que B? — 4AC = 0. En el nostre cas, tenim que y

ha de ser tal que
b d\? b? c v e
—y——] —4(-——-- = ——]=0.
<2ay a) <4a2 a+y> <4 a) 0 (x %)

Calculant arribem que y ha de satisfer una equacié de tercer grau, que ja sabem resoldre.
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Resumint, per a resoldre ’equacié de quart grau, hem de buscar una solucié y, de 'equacié
de tercer grau (x * x). A partir d’aquesta y podem buscar « i § que compleixin (x). Un cop
obtingudes «, # i y, podem resoldre les dues equacions de segon grau () i obtindrem les
solucions = de la primera equacio.

A partir d’aquests dos exits amb els graus 3 i 4, es va intentar resoldre les equacions de grau
més elevat. Es va necessitar més de dos segles per a aconseguir deduir que era impossible donar
férmules que permetessin resoldre les equacions generals de grau n, n > 5 usant només un
nombre finit de sumes, restes, multiplicacions, divisions i calculs amb radicals. Els matematics
que van demostrar aquest resultat van ser J.L. Lagrange (1736-1813), N. Abel (1802-1829) i
E. Galois (1811-1832).

Podeu consultar els tres llibres d’A.D. Aleksandrov et al. La matemdtica: su contenido,
métodos y significado, Alianza Universidad, 1973, en els quals trobareu desenvolupat aquest
tema i molts altres temes matematics.

Com veureu a I'exemple que segueix, la resolucié d’equacions polinomials de grau més gran
que 4 apareix en problemes practics. Els metodes que s’han desenvolupat permeten trobar
les solucions amb el nombre de xifres decimals correctes que es desitja. Un dels metodes més
tutils va ser el descobert per Isaac Newton.

Quota d’amortitzacié d’un credit a interes fix

Suposem que una entitat financera ens deixa D = 7000000 ptes. a un interés mensual fix”
del 0.5% (r = 0.005) i que podem pagar un maxim de ¢ = 90000 ptes. al mes. Quant temps
tardarem a cancellar el préstec?

En primer lloc recordem que un deute de ¢ ptes. queda convertit en
c(1 + r)™ ptes. després de m mesos. Tractem de relacionar totes les quantitats involucra-
des: el deute (D), I'interes mensual (r), la quota mensual (¢) i el nombre de mesos (m). Una
manera senzilla d’interpretar la situacié és la segiient.

Deute total: Si no paguéssim cap quota, la deuta inicial D es convertiria, després de m
mesos, en

D +r)™.

Cada cop que paguem una quota ¢ podem pensar que aquesta queda dipositada a Ientitat i
també produeix un interés r per cada un dels mesos restants; aixi:

La quota niimero 1 produeix un capital g(1 4 7)™! (hi és m — 1 mesos)
La quota niimero 2 produeix un capital ¢(1 +7)™~2 (hi és m — 2 mesos)

La quota ntiimero m — 1 produeix un capital g(1 + r) (hi és 1 mes)
La quota nuimero m produeix un capital q.

S’ha de complir la igualtat:

DA+r)"=q(l+r)""+ql+r)"2+ - +q(l+7)+q.

7 Aixd normalment s’abreuja dient que I'interés anual és del 6%. Aquest interés no és ni de bon tros el famds
T.A.E. El T.A.E. s’obté afegint a l'interes anual acumulat 6 x (1.005)'2% = 6.37% les altres despeses per a
obtenir el crédit (comissions, estudi, etc.).
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Esadir,
_ D +r)™
I+ )+ A Fr)2 e+ (L)l

Per tal de trobar una férmula més senzilla per a aquesta tultima expressié observem que si

q

S=1+z+a”+ - +am

aleshores
S=z+a?+2° 4+ 2™

Restant ambdues expressions tenim
(1-2)S=1-2z2™,

d’on resulta

1— ™
S=l4a+a2+ 42" = "
1—2
En el nostre cas, £ = 1 4 r, el denominador és
1 m_1
T+ (14r)+ (147 +- (1) = %
i la relaci6 final és
Dr(14r)™
9= "~ (%)
1+r)ym—-1

Amb les dades concretes

7000000 x 0.005 x (1.005)™ 35000 x (1.005)™
(1.01)™ — 1 ~ (1.005)™ —1

90000 =

Operant
(1.005)™ = 90000 18

T 90000 — 35000 11
Aquesta tltima equacié es pot resoldre facilment prenent logaritmes als dos costats:

18
log(1.005)™ = log Ik

d’on
_ log18/11
~ log 1.005

Per tant, necessitarem quasi 8 anys i 3 mesos per a liquidar el prestec.

El problema invers, és més dificil. Suposem que llegim l'oferta segiient: Podem pagar un
objecte que costa 14000 ptes. amb 12 quotes de 1400 ptes. A quin interés mensual (r) ens
ofereixen el credit?

Aplicant la férmula (x) obtinguda a I’apartat anterior obtenim que 'interés mensual r ha
de complir

=98.74...

140007 (1 + 7)12
1400 = ——————.
00 (1+r)t2-1

Si anomenem x a 1 + 7, tenim

14000(x — 1)x!?

1400 = ———5—
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Operant obtenim que z ha de complir (a més, ha d’estar entre 1 i 2)
1400023 — 154002'2 4- 1400 = 0,

o equivalentment 10z — 112'2 + 1. Com ja hem comentat, la resolucié d’aquesta equacié
de grau 13 en x no és possible de manera exacta. De tota manera, trobarem una solucié de
I’equacié amb tants decimals correctes com vulguem utilitzant dos meétodes aproximats.

El primer d’ells, anomenat metode de la biseccid, és el més senzill possible. Si anomenem

f(z) =102 — 11212 4+ 1,

observem que f(1) =0, f(1.01) és negatiu i f(1.05) és positiu. Per tant una solucié ha d’estar
entre 1.01 1 1.05. Avaluant f a 1.03 deduim que una solucié esta a Uinterval [1.01, 1.03]. Conti-
nuant aquest procés sis cops més arribem a que la nostra solucié ha d’estar a [1.02905, 1.02935].
El metode Newton (vegeu també la seccié 2.19) consisteix a considerar la successié recur-
rent
f(zn) 10213 — 11212 + 1

Il = T ) T T 130002 — 13210

xo-.

Aquest metode té convergencia quadratica en molts casos i ens assegura que si la successié
xg, 1, T2, T3, ... Sacosta a un valor, aquest valor és una solucié de f(x) = 0. Amb les nostres
dades, si prenem xg com el punt intermedi de U'interval [1.01,1.05], obtenim que zg = 1.03,
x1 = 1.029251963 . .., zo = 1.029228563 ..., z3 = 1.029228540..., x4 = 1.029228540... i per
tant la solucid és aproximadament 1.029228540. Es a dir I'interés mensual és d'un 2.92%.

Figura obtinguda aplicant el metode de Newton per a resoldre z2 — 1 =0, amb 25 € C, i
assignant a cada punt de C un color diferent en funcié de la solucié que trobem.



