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2.14 El teorema de Pitagores

Recordem el que diu el famés teorema de Pitagores: En un triangle rectangle la suma dels
quadrats dels catets és igual al quadrat de la seva hipotenusa. Aquest resultat és conegut per
la humanitat —almenys per alguns triangles rectangles concrets— des de fa uns 1500 anys
abans de Crist a Babilonia. Pel que es coneix, la primera demostracié la va donar en Pitagores
uns 500 anys abans de Crist. Des d’aleshores han aparegut moltissimes altres demostracions
(hi ha un llibre que en recopila més de tres-centes). En aquest text, basat essencialment en els
llibres Meu Professor de Matemdtica, de E. Lages Lima, Colecao Do Professor de Matematica,
Soc. Brasileira de Matematica, Rio de Janeiro, 1991 i Comunicacion Extraterrestre, de M.
Gadner, Coleccion Teorema, Catedra 1986, Madrid, en recordarem unes quantes.

La primera prova que donem també és atribuida als grecs i demostra el teorema només
per a triangles rectangles equilaters (és a dir, triangles rectangles amb els dos catets iguals).
Aquesta prova es basa en la figura segiient:

Observeu que el quadrat tort té area c?; perd per altra banda la seva area esta formada
2
per quatre triangles d’area %- és a dir c® = 2a® = a®> + a®. Una demostracié també de ’escola
grega, que és potser la més senzilla i popular, és la basada en les figures segiients:

area

De fet, no calen gaires explicacions. Potser només cal comentar que la figura de 'esquerra
amb els quatre costats de mida ¢ és un quadrat i no un rombe. Aixo és a causa que a+0G+vy =7
radiants i que o+ = 5 radiants per ser els dos angles no rectes d'un triangle rectangle; per
tant, 3 = 7 radiants.

A partir de només la figura de 'esquerra i amb calculs elementals, també s’obté una

demostracié usant que

AREA DE QUADRAT TOTAL = 4 - (AREA D’UN DELS 4 TRIANGLES)+
+ AREA QUADRAT INTERIOR
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és a dir
b
(a+b)*=4- <%) + e,
a® + b + 2ab = 2ab + 2,
a2+ b2 =2
Una variacié d’aquesta tltima prova, que s’atribueix a I'expresident dels EUA, J.A. Gard-

field, es basa en la figura seglient (que, com podem observar, és la meitat de la figura de
Pesquerra anterior).

Si usem que
AREA DEL TRAPECI = 2 - (AREA DEL TRIANGLE 1) + AREA DEL TRIANGLE 2,

és a dir,

a+b a-b 2
:2 _ —
5 (a+D) ( )+2

2
a2—|—b2—|—2ab_2ab+62
2 2
a2+b2202,

on hem usat que 'area d’un trapeci és el producte de la semisuma de les seves bases per la
seva altura.

Una demostracié essencialment diferent es basa en la semblanca de triangles. La detallem
a continuacid. Prenem un triangle rectangle com el de la figura

Observem que aquest triangle determina dos altres triangles rectangles amb els mateixos
angles, i per tant semblants. Aquests sén
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Recordem que, pel teorema de Tales (vegeu la seccié d’historia 5.1), els costats de triangles
semblants han de mantenir les mateixes proporcions. Per tant, prenent el triangle gran i el

de l'esquerra tenim § = %. Prenent el triangle gran i el de la dreta arribem que & = —%-.

Aquestes dues expressions s’escriuen com o
V=cr i a®=c(c—x).
Si les sumem, tenim de nou el teorema de Pitagores, és a dir
a?+ b =2

No és dificil veure que el teorema de Pitagores és cert en una situacié molt més general. El
seu enunciat és degut al matematic hongares G. Polya i ens diu: Si sobre cada un dels costats
d’un triangle rectangle hi posem figures semblants (sequint la rad de semblanca donada pels
costats respectius), aleshores la suma de larea de les figures que es recolzen sobre els catets

és igual a Uarea de la figura que es recolza sobre la hipotenusa. La figura segiient il-lustra el
teorema de Polya, S, + S, = S,

Sh

Hi ha un teorema similar al de Pitagores, pero per a triangles qualssevol, anomenat teorema
de Pappus i que enunciarem tot seguit. La prova que presentem esta basada en la segilient
propietat dels parallelograms:

Tots els parallelograms amb la mateiza base B i altura h tenen la mateiza area Bh. Aquesta
propietat es mostra a la figura segiient:
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B B

El teorema de Pappus es basa en la segiient construccié sobre un triangle qualsevol ABC
illustrada a la figura segiient. Es dibuixen dues linies paralleles a AC' i a BC. Suposem que
es tallen a D. Dibuixem la recta que passa per DC, tracem una parallela a AB de manera

que la distancia EF sigui igual a DC. Ara tracem linies paralleles a DC' que passin per A i
B

D
C
G b a H
/< 5
A c B
I F

Aleshores, si es prenen parallelograms sobre AC i CB, les seves arees seran iguals a les
dels parallelograms AGDC i CDH B respectivament. Ara bé, aquestes arees coincideixen
amb la del parallelogram basat en ¢, ABJI. Resumint, el teorema de Pappus ens diu que
A+ Ay = Ag, on:

Al AQ
As
L e —— T

Per a acabar, Parlarem una ml(fa dels .trliangles rectangles e ~O\
amb costats de mida entera. El més senzill és el de costats 3, Vi 2 Y
415. Es clar que a partir d’aquest se’'n poden construir molts jf Jf fff ’f—=—-\\\-\\ ‘\1 ‘ii
més: els de mides 3k, 4k i 5k, on k és un nombre natural (= ff*\i LS
qualsevol. Un triangle rectangle es diu pitagoric primitiu ~ } 4 AL 11 11
; : - A W W e Y I |
si els seus costats sén nombres naturals sense cap divisor VA NS, S S G

i . S AN — S P
comu als tres. Es pot veure que tots els triangles pitagorics A= = £
primitius tenen costats a, b, ¢ que compleixen —— —

"I-u..‘___ ___,,i"'
— 2 2 _ 2 2 —
a=m“—n*, b=2mn, c=m"+n

Son les dues arees fosques

amb m i n naturals, primers entre si, i m > n. )
iguals?



