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1.6 Sobre la portada

Moltes vegades, quan m’han presentat a una persona i hem comencat a parlar sobre les nostres
respectives ocupacions, ha sorgit la mateixa pregunta ...

Qué més es pot fer en matematiques?

La matematica és un dels molts mitjans de comunicacié que crea I’home per a la seva relacié
amb el mén que 'envolta, i com a tal es desenvolupa amb cada nova interpretacié que fem
del comportament de la natura. El més extraordinari, i que és comu a tots els ambits del
saber, és que la nostra manera d’interpretar els futurs fenomens naturals depén al seu torn
dels elements dels quals ara disposem. Aquesta realimentacié (feedback) és un dels factors
que fa evolucionar la matematica, i aixo és el que hem pretes representar, tant pel que fa a la
forma com al contingut, amb la imatge de la portada.

A la Grecia classica, una part del coneixement que tractava del que ara coneixem amb
el nom de fisica, estava centrada en l'estudi de les lleis de lestatica (Arquimedes, 287-212
a.C.): les relacions entre les llargades dels bracos d’una balanga i els pesos que se situen a
cadascun dels extrems per tal que es mantinguin en equilibri; les lleis de la palanca; etc.
Les representacions geometriques que aquests problemes involucraven eren circumferencies,
triangles i poligons en general, i les qiiestions plantejades giraven entorn de les relacions entre
el perimetre i el radi (en el cas de la circumferéncia), o entre dos o més costats (en el cas
dels poligons). Es per tots conegut el teorema de Pitagores (569-470 a.C.) que relaciona la
longitud de la hipotenusa d’un triangle rectangle amb la dels seus catets.

Des de la creaci6 de la dinamica moderna per Galileu (1564-1643), i la incorporacié del
temps en les equacions de la fisica, els objectes geometrics a que han donat lloc els problemes
plantejats han canviat. La geometria de la dinamica ha generat corbes com la branquisto-
crona, la cicloide, etc., i més recentment objectes que avui coneixem amb el nom de fractals
(Mandelbrot, 1975). Aquests objectes no admeten una definicié “estatica”, com succeeix en el
cas de la circumferéncia (el lloc geometric dels punts que sén a la mateixa distancia d'un punt
donat), el triangle rectangle (poligon de tres costats que té un angle recte), etc. La comprensié
dels objectes fractals exigeix, en la seva versiéo més estesa, un procés iteratiu infinit. Es a dir,
unicament podem fer-nos una idea de I'objecte després d’un procés iteratiu, del qual només
coneixem els primers estadis i del qual mai no podem tenir una imatge completa.

El floquet de neu de von Koch

Un exemple classic d’objecte fractal és la corba de von Koch (introduida 'any 1904), I'interior
de la qual es coneix com floquet de neu de von Koch. A la figura 1 representem els primers
passos en la construccié d’un dels costats de la corba de von Koch.

La construccié comenga amb un triangle equilater de costat [ igual a la unitat de mesura,
per exemple metres, i per tant de perimetre p igual a 3 metres. A continuacid, en el terg
central de cadascun dels costats es colloca un triangle equilater, amb els costats de longitud
[ =1/3m, vegeu la figura 1.(b). D’aquesta manera s’obté una estrella de sis puntes. Notem
que cadascun dels tres costats del triangle original s’ha substituit per quatre segments de
longitud 1/3 m, per la qual raé la figura actual consta de 12 = 3 x 4 costats i té un perimetre
dep=12x1/3 =3 x4/3m. En el pas segiient substituim novament cada ter¢ central dels
dotze costats per un triangle equilater de costat [ = 1/9 = 1/32 m, vegeu la figura 1.(c). Aixo
proporciona un poligon de 36 = 12 x 3 = 3x 42 costats i de perimetre p = 36 x1/32 = 3x42/32
m.
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Si repetim el procés n cops, és senzill concloure que la figura obtinguda és un poligon de
3 x 4™ costats i que la longitud de cada costat es [ = 1/3™ m, i dona com a resultat que el
perimetre és de p = 3 x (4/3)" m. Ni tan sols en aquest moment tenim una representacié
completa de la corba de von Koch. Per aconseguir aix0 hem de fer el pas al limit quan
n tendeix a infinit. D’aqui es dedueix que el perimetre del floquet de neu de von Koch té
longitud infinita, lim 3 x (4/3)" = +oc.
n /400

1=1/3 \

Figura 1. Construccié d'un dels costats de la corba de von Koch. (a) 1 costat de longitud
1; (b) 4 costats de longitud 1/3; (c) 42 costats de longitud 1/32; (d) 4% costats de longitud
1/3%; (e) 4* costats de longitud 1/3%; (f) 4" costats de longitud 1/3".

Hauriem canviat poc la nostra percepcié del moén si continuéssim contestant les mateixes
preguntes que contestava Pitagores en els seus resultats, el perimetre de la figura. Es tanmateix
ara la matematica la que qiiestiona: quines propietats pot tenir una corba generada d’aquesta
manera? La resposta, deguda a Hausdorff (1919) i elaborada per Besicovitch (1934) és el que
s’anomena, dimensié fractal o dimensié de Hausdorff-Besicovitch. El concepte de dimensié
de Hausdorff-Besicovitch és prou complex per exigir un espai i unes eines que s’allunyen dels
nostres proposits. Tanmateix podem introduir aqui un concepte equivalent (1itil en el cas de
figures autosemblants), la dimensié de semblanga.

Diem que una figura (en el nostre cas una corba) és autosemblant si es pot dividir en
trossos de manera que cadascun sigui semblant al total. Per exemple, un segment de recta
es pot dividir en N trossos, sent cadascun semblant a tot el segment amb raé de semblanca
r(N) = 1/N. En el cas d'un rectangle succeeix una cosa analoga: podem dividir-lo en
N rectangles de manera que cadascun sigui semblant al total amb una raé de semblanga
r(N)=1/N 1/2 " E] mateix podem fer en el cas d’un parallelepipede rectangular i obtenim
una raé de semblanca 7 (N) = 1/N'/3. Un examen detallat de 'anterior ens porta a pensar
que si la raé de semblanga d’un objecte s’expressa com r(N) = 1/N1/D, llavors D és la
dimensi6 euclidiana de 1'objecte. En el cas del segment, r (N) = 1/N/1; aixi dones; D = 1
i és cert que la dimensié euclidiana d’un segment és 1. El mateix succeeix en el cas d’un
rectangle, per al qual D = 2 coincideix amb la dimensié euclidiana del rectangle, i en el cas
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del parallelepipede D = 3. D’aquest raonament sorgeix el concepte de dimensié de semblanca.
Si la rad de semblanca r (V) d’una figura autosemblant s’expressa com

1
T N1/D?

diem que la dimensio de semblan¢a de la figura és D. Prenent logaritmes i aillant D s’obté

r(N)

_ log(1/N)
log (r (N))”
En el cas particular de la corba de von Koch s’observa que cadascun dels costats es pot

dividir en quatre parts (N = 4) semblants al costat sencer, amb una raé de semblanga r (N) =
1/3, (vegeu la figura 1.(f)). Aix{ doncs, la corba de von Koch té dimensié de semblanga

_log(1/4) log(4)

= Tos 1/3) ~ Jog @) = 1.2618...

La dimensié fractal ha esdevingut en els darrers anys una eina molt 1til en 1'estudi de la
natura i ha transformat la nostra manera d’entendre-la. Objectes com les costes marines, els
nuvols, els arbres, etc. exhibeixen un comportament facilment identificable amb un fractal,
encara que parlant amb propietat el terme fractal no seria aplicable a cap d’aquestes coses
(tampoc el concepte d’esfera és estrictament aplicable a la Terra i ningii no dubta respecte al
canvi de pensament que va produir el fet de considerar-la com a tal).

Aquest no és un exemple isolat de la capacitat creadora de les matematiques / matematics.
La matematica n’és plena, de fet, no conté res més que aizo.
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